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12  Zusammenstellung der wichtigsten Grundlagen für die 

      Sekundarstufe II

In dieser Lehreinheit werden die für die Fachhochschulreifelehrgänge wichtigsten Grundlagen wiederholt und teilweise über den bisherigen Stoff hinaus noch erweitert bzw. vertieft. Die dafür bedeutendsten Lehreinheiten sind: 

LE 06 Lineare Funktionen und Gleichungssysteme,

LE 10 Quadratische Gleichungen und Funktionen.                                  

Von größerer Bedeutung sind ferner:

aus LE 02 2.3 und 2.4:       Definitionsmenge, Lösungsmenge, Schnittmenge, Vereinigungsmenge,


                                  Restmenge;

aus LE 05 5.1 und 5.3:       Gleichungen;

aus LE 07 7.4:                    der Satz des Pythagoras und die Strahlensätze;

aus LE 08 8.2;8.5 und 8.6: sin, cos, tan im rechtwinkligem Dreieck;

aus LE 09 9.2 und 9.3:       Potenzfunktionen und Gleichungen;

aus LE 11 11.3.2:               Expotentialgleichungen.

Hinzu kommen aus verschiedenen Kapiteln Termumformungen.

12.1 Grundlagen aus der Mengenlehre (LE 02) 

Schnittmenge (2.4):  A ( B = {x| x 
[image: image277.jpg]Y= 05t HN2KLS




 A und (gleichzeitig) x 
[image: image2.wmf]Î

 B};
Vereinigungsmenge (2.4):  A ( B = {x| x 
[image: image3.wmf]Î

 B oder x
[image: image4.wmf]Î

B};

Restmenge (2.4):  A \ B = {x| x 
[image: image5.wmf]Î

 A und (gleichzeitig)  x 
[image: image6.wmf]Ï

 B}.
Beispiel: Für A = {1; 2; 3},  B = {3; 4} erhält man: A ( B = {3},  A ( B = {1; 2; 3; 4},  A \ B = {1; 2}.

Wichtige Zahlenmengen (2.1):

ℕ* = {1; 2; 3; …}   Menge der natürlichen Zahlen ohne Null;
ℕ  = ℕ*( {0}
 Menge der natürlichen Zahlen;
ℤ  = {…… -3; -2; -1; 0; 1; 2; 3;…}   Menge der ganzen Zahlen;
ℚ = Menge der rationalen Zahlen;
ℝ = Menge der reellen Zahlen;
ℝ+ = Menge der nicht negativen, reellen Zahlen.
Teilmenge (2.1):

A ( B  bedeutet: Jedes Element von A ist auch Element von B.

Grundmenge, Definitionsmenge, Lösungsmenge (2.3):
Die Grundmenge G enthält alle Elemente, die für eine Rechnung zur Verfügung stehen.
Die Definitionsmenge D enthält alle Elemente von G, mit denen man sinnvoll rechnen kann. 
Die Lösungsmenge L enthält alle Elemente von D, die beim Einsetzen für eine Variable eine wahre Aussage liefern.  

Es gilt: L 
[image: image7.wmf]Í

 D 
[image: image8.wmf]Í

 G.

12.2 Termumformungen, Berechnungen mit dem Taschenrechner

12.2.1 Termumformungen (LE 03; LE 04; LE 09; LE 11)

Der Betrag einer Zahl (3.1.1):
|a| = a  falls a ≥ 0 ; Beispiel: |2| = 2 ;

|a| = - a  falls a < 0 ; Beispiel: |-2| = -(-2) = 2 .


Vorrangregeln (3.4.1):
Potenzrechnung vor Punktrechnung vor Strichrechnung. Vorhandene Klammern haben Vorrang.
Beispiel:  2 + 3 · (4 · 5)² = 2 + 3 · 20³ = 2 + 1200 = 1202.

Multiplikation (3.5 – 3.7):

1. (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd;   Beispiel:  (2 + x)(3 + y) =  6 + 2y + 3x + xy

2. (a – b)(c + d) = ac + ad – bc – bd;   Beispiel:  (3 - x)(2 + y)  =  6 + 3y - 2x - xy

3. a – b (c + d)  = a – bc – bd;             Beispiel: 10 – 5 (2 + x) = 10 – 10 – 5x = - 5x

Binomische Formeln:
1. (a + b)² = a² + 2ab + b²;  Beispiel: (3 + x)² = 9 + 6x + x² 

2. (a - b)² = a² - 2ab + b²;    Beispiel: (x - 4)² = x² - 8x + 16 

3. (a + b)(a – b) = a² - b²;    Beispiel:  (3 + x)(3 – x) = 9 – x² 

Besonders wichtig ist die Umkehrung der 3. Binomischen Formel.
a² - b²  = (a + b)(a – b);       Beispiel: 16x² - 4y² = (4x + 2y)(4x – 2y)

Die Division von Summen (3.8):

Beispiel:
  (x³ + 4x² - 3x – 2) : (x – 1) = x² + 5x + 2
- (x³  -   x²)
           5x² - 3x


Probe: (x² + 5x + 2) (x – 1) = x³ + 4x² - 3x – 2 

        - (5x² - 5x)
                    2x – 2

- (2x – 2)

   0

Kürzen (4.1): (Nenner ≠ 0)
Beispiele:
1.  
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3.  
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           4.  
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Die Addition von Brüchen (4.3): (Nenner ≠ 0)
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Beispiel:  
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Die Multiplikation von Brüchen (4.3): (Nenner ≠ 0)
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Die Division von Brüchen (4.4): (Nenner ≠ 0)
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Potenzgesetze (9.1): (die jeweiligen Definitionsmengen sind zu beachten)
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:      
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Schreibweisen mit Potenzen:
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Beispiel:  
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Zehnerlogarithmen (11.3.1 und 11.4):  (die jeweiligen Definitionsmengen sind zu beachten)
lg c = x  bedeutet  10x = c;  Beispiel:   lg 1000 = 3, da 10³ = 1000.

Gesetze für Zahlenlogarithmen (11.3.1):
lg (u∙v) = lg u + lg v  ;     lg (
[image: image45.wmf]v

u

) = lg u – lg v  ;     lg ur = r · lg u  .

Die Euler´sche Zahl (11.4):  e ≈ 2,718  .


12.2.2  Berechnungen mit dem Taschenrechner

(Beachten sie die Bedienungsanleitung Ihres Taschenrechners, Abweichungen sind möglich)


Grundrechenarten:
Beispiele:
Eingabe:                  Ergebnis:
2 + 3 · 4
2 + ( 3 x 4 ) =
14

2 + 
[image: image46.wmf]4
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2 + 3 : 4 =
  2,75      
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Die Taste  yx :

Beispiele:
  Eingabe:
  Ergebnis:
24  


2 yx  4 =

      16

- 24 


2 yx 4 = ±
       - 16
(- 2)4 


2 ± yx 4 =
       16


[image: image49.wmf]4
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16 inv yx 4 =
       2
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tan ( = 1, α = ?

DEG 1 inv tan
    45 (in Grad)

sin 
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sin x = 1, x = ?

RAD  1 inv sin     1,57 (= 
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Die Tasten Log, ln, ex:

Beispiele:                Eingabe: 
                         Ergebnis:
lg 10000                  10000 log                           4

e                              1 ex  oder 1 inv ln              2,718

Betragsmäßig große und kleine Zahlen:

Anzeige:
Bedeutung: 

4.63     11                                 4,63 ∙ 1011 = 463 000 000 000

4.63   - 11                                 4,63 ∙ 10-11 = 0,000 000 000 0463

Heiteres oder Abschreckendes am Rande:
Berechnen Sie:  a) ohne Taschenrechner ;   b) mit Taschenrechner :    
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Übung zu 12.2

1. Rechnen Sie so weit wie möglich ( falls möglich ohne Taschenrechner):
a)  ( 3x + 2y)² ;    b)  (x – y)(x + y) ;    c)  (x³ - 3x² + 6x – 8) : (x – 2) ;    d)  
[image: image55.wmf]x2

2x

+

 ;    e)  
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f)  5(
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 + 1) ;    g)  2 : 
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 ;    h)  
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n) 
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 ;    p)  (x + y)³ ;    q)  
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u)  lg 100000 ;    v)  lg 0,001 ;    w)  ln e ;     x)  lg 106 ;    y)  lg (a ∙ b) ;    lg (4 ∙ 5²) .

2.  Berechnen Sie mit Hilfe des Taschenrechners :

a)  
[image: image69.wmf]10
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 ;    d)  -34 + (-3)4 ;   e)  
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12.3  Gleichungen und Gleichungssysteme

12.3.1  Gleichungen (LE 05; LE 09;  LE 10;  LE 11)

Es folgt eine Zusammenstellung der wichtigsten Arten von Gleichungen mit Beispielen. Die Lösungsvariable ist jeweils x, die Grundmenge ist G = 
[image: image74.wmf]¡

.
1.  Gleichungen, in denen die Lösungsvariable nur in der 1. Potenz vorkommt (5.1; 5.2; 5.3):
Beispiele:
a)  12x – 4 = 3x + 14  | - 3x + 4                                    b)  
[image: image75.wmf]3
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             9x = 18  
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  x = 2  ,  L = {2}                                   2 + 5x = 3   
[image: image77.wmf]Þ

   x = 0,2 ,  L = {0,2}

c)   ax + b = c  
[image: image78.wmf]Þ

   x =  
[image: image79.wmf]cb
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  ,  L = 
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 für a ≠ 0 .     

d)   ax + bx = c 
[image: image81.wmf]Þ

  x(a + b) = c  
[image: image82.wmf]Þ

  x = 
[image: image83.wmf]c
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 für a ≠ -b .

2. Quadratische Gleichungen (10.2):     

Die pq-Formel   x² + px + q = 0  
[image: image85.wmf]Þ
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Beispiele:

a)  x² + 8x + 7 = 0  
[image: image87.wmf]Þ

  
[image: image88.wmf]1/2
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[image: image89.wmf]Þ

  L = {-1; -7} .

b)  3x² = 15x – 12   | - 15x + 12

     3x² - 15x + 12 = 0   | : 3  
[image: image90.wmf]Þ

  x² - 5x + 4 = 0  
[image: image91.wmf]Þ
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[image: image93.wmf]Þ

  L = {4; 1} .

c)  (x – 6)(0,5x + 4) = 0   Sonderfall ! Jeder Faktor wird = 0 gesetzt!
      
[image: image94.wmf]Þ

  x – 6 = 0  oder  0,5x + 4 = 0  
[image: image95.wmf]Þ

   L = {6; -8}  .

d)  (x + 5)² = 16   Sonderfall ! 
[image: image96.wmf]±


      
[image: image97.wmf]Þ

  x + 5 = 4  oder  x + 5 = - 4  
[image: image98.wmf]Þ

  L = {-1; -9}  .

e)  5x = 20x²   | - 5x 

       0 = 20x² - 5x  Sonderfall ! Faktorisieren!

      
[image: image99.wmf]Þ

  0 = x (20x – 5)  
[image: image100.wmf]Þ

  x = 0  oder 20x – 5 = 0  
[image: image101.wmf]Þ

  L = {0; 0,25}  .

3.  Gleichungen: Die Lösungsvariable kommt nur in der n-ten Potenz (n 
[image: image102.wmf]Î



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image103.wmf]¥

* \ {1} ) vor (9.3):
Beispiele:

a)   4x³ = - 108  
[image: image104.wmf]Þ

  x³ = - 27  | 
[image: image105.wmf]3

  
[image: image106.wmf]Þ

  x = - 3  
[image: image107.wmf]Þ

  L = {-3} .

b)   2x4 – 32 = 0  | + 32  
[image: image108.wmf]Þ

  2x4 = 32   
[image: image109.wmf]Þ

  x4 = 16    | 
[image: image110.wmf]4

±

  
[image: image111.wmf]Þ

  L = {2; -2} .

4. Exponentialgleichungen (11.3.2):
Beispiele:

a)   2x = 44   | lg  
[image: image112.wmf]Þ

  x = 
[image: image113.wmf]lg44

lg2

 
[image: image114.wmf]Þ

  x ≈ 5,46 .

b)   20 = 5 · 1,06x   | : 5  
[image: image115.wmf]Þ

  4 = 1,06x  
[image: image116.wmf]Þ

  
[image: image117.wmf]lg4

lg1,06

= x  
[image: image118.wmf]Þ

  x ≈ 23,79 .

Übungen zu 12.3.1

Lösen Sie folgende Gleichungen, G = R,  mit Probe!
a)
3(x – 5) = 2x – 16 ;
b)
ax + 5 = x + 6 ;
c)
(x – 2)² = 1 ;
d)
0,5x² = 4x – 8 ;

e)
3x² - 14 = 5(x² - 6) – 2 ;
f)
5 – 0,5x4 = 6 ;
g)
50 = 5 ∙ 2x ;
h)
45 = 2x + 6 .

12.3.2 Gleichungssysteme (LE 06 / 6.4)
In diesem Teilkapitel werden zunächst die in 6.4 behandelten Verfahren anhand von linearen Gleichungssystemen mit zwei Variablen wiederholt. Anschließend folgen als Erweiterung nicht-lineare Gleichungssysteme mit zwei Variablen und lineare Gleichungssysteme mit drei Variablen.

Versuchen Sie zuerst, die folgenden Gleichungssysteme zu lösen; Lösungsweg und Lösungen folgen. 

a)
 I   y = 3x + 1  und   II   y = - 0,5x + 8
b)
 I   b = 5a – 8  und   II   12 + 6b = 19a – 3

c)
 I    8a – 5b = 28  und  II   3a + 10b = 58

1. Das Gleichsetzungsverfahren
Beispiel:  I   y = 3x + 1  und   II   y = - 0,5x + 8

               I = II  
[image: image119.wmf]Þ

  3x + 1 = - 0,5x + 8   │ + 0,5x – 1   
[image: image120.wmf]Þ

  3,5x = 7 │: 3,5   
[image: image121.wmf]Þ

  x = 2

               x = 2 in I 
[image: image122.wmf]Þ

 y = 3 ( 2 + 1 = 7 
[image: image123.wmf]Þ

 L = {(2 / 7)} 

2. Das Einsetzungsverfahren 

Beispiel:  I   b = 5a – 8  und   II   12 + 6b = 19a – 3

               I in II  
[image: image124.wmf]Þ

 12 + 6 ( 5a – 8 ) = 19a – 3  
[image: image125.wmf]Þ

  12 + 30a – 48  = 19a – 3  
[image: image126.wmf]Þ

  a = 3

               a = 3 in II 
[image: image127.wmf]Þ

 b = 5 ( 3 – 8 = 7 
[image: image128.wmf]Þ

 L = {(3 / 7)}

3. Das Additionsverfahren
Beispiel:     I         8a –  5b = 28      │ ( 2

   und        II         3a + 10b = 58

                     I1     16a – 10b = 56

     III = II + I1     19a           = 114  
[image: image129.wmf]Þ

  a = 6
    a = 6 in II 
[image: image130.wmf]Þ

 3 ( 6 + 10b = 58   
[image: image131.wmf]Þ

 10b = 40  
[image: image132.wmf]Þ

 b = 4 
[image: image133.wmf]Þ

 L = {(6 / 4)}

1. Erweiterung:  Gleichungssysteme mit 2 Variablen, die nicht linear sind

1. Beispiel:   I    x ( y  +  5y  =  21   und     II    - 6x + y = - 9 

Dieses Gleichungssystem lässt sich nicht mit Hilfe des Additionsverfahrens lösen, da das Ziel „nach der Addition fällt eine Variable weg“ nicht erreicht werden kann.

Lösung mit dem Einsetzungsverfahren:

1. Schritt: Die Gleichung II wird nach y aufgelöst 
[image: image134.wmf]Þ

 II1   y = 6x – 9

                y = 6x – 9 wird in I eingesetzt, man erhält eine quadratische Gleichung:

                III   x ( ( 6x – 9 ) + 5 ( ( 6x – 9 ) = 21 
[image: image135.wmf]Þ

 6x² - 9x + 30 – 45 = 21  
[image: image136.wmf]Þ

  6x² + 21x – 66 = 0    

                
[image: image137.wmf]Þ

 x² + 3,5x – 11 = 0  
[image: image138.wmf]Þ

  x½ = - 1,75 ± 
[image: image139.wmf]11

²

75

,

1

+

= - 1,75 ± 3,75  
[image: image140.wmf]Þ

  x1 = 2  ,  x2 = - 5,5 .

2. Schritt: Die gefundenen Lösungen für x werden zur Berechnung von y in II1 eingesetzt.

                x1 = 2 in II1  
[image: image141.wmf]Þ

  y1 = 6 ( 2 – 9  
[image: image142.wmf]Þ

  y1 = 3

                x2 = - 5,5 in II1 
[image: image143.wmf]Þ

 y2 = 6 ( ( - 5,5 ) – 9 
[image: image144.wmf]Þ

 y2 = - 42  
[image: image145.wmf]Þ

 L = {(2 / 3)} ; {(- 5,5 / - 42)}

Die Lösungsmenge enthält zwei Zahlenpaare ( vgl. Schnittpunktberechnung zweier Parabeln in 

LE 10/ 10.3.5 ).

Probe für die Lösung (2 / 3) : I  2 ( 3 + 5 ( 3 = 21  und  II    – 6 ( 2 + 3 = - 9   sind  wahre Aussagen.

Machen Sie die Probe für die andere Lösung!

2. Beispiel:  I   a ( b + a ( b²  = 20   und    II   3ab = 12                 
Dieses System ist ebenfalls nicht mit dem Additionsverfahren lösbar. Lösung:

1. Schritt:  Aus  II erhält man II1  a = 
[image: image146.wmf]3b

12

 = 
[image: image147.wmf]b

4

   ( falls b ≠ 0 )

                 a = 
[image: image148.wmf]b

4

 in I 
[image: image149.wmf]Þ

 III 
[image: image150.wmf]b

4

 ( b + 
[image: image151.wmf]b

4

 ( b² = 20   
[image: image152.wmf]Þ

  4 + 4b = 20  
[image: image153.wmf]Þ

  b = 4 .
2. Schritt:  b = 4 in II1  
[image: image154.wmf]Þ

  a = 
[image: image155.wmf]4

4

  
[image: image156.wmf]Þ

  a = 1  
[image: image157.wmf]Þ

  L = {(1 / 4)} . Machen Sie die Probe!

In der  obigen Gleichung II1 steht die Variable b im Nenner. Der Fall „b = 0“ liefert bezüglich der Aufgabenstellung  keine weitere Lösung, da man für b = 0 in  I   0 = 20 ( und in II   0 = 12) erhält.

Verallgemeinerung:

Gleichungssysteme mit 2 Gleichungen und 2 Variablen, die nicht linear sind, können nach dem Einsetzungsverfahren gelöst werden. Allerdings sind jetzt mehrere Lösungen möglich.

Die Sonderfälle „keine Lösung“ bzw. „unendlich viele Lösungen“ können auch hier auftreten.

Dazu zwei Beispiele:

a)     I   y = x² + 1  und    II   y = - 3 .  Es gibt keine Lösung!  Warum?
        

b)     I   y = x² + 1  und    II   2y = 2x² + 2 . Es gibt unendlich viele Lösungen! Warum ?

Übungen: Gleichungssysteme (nicht linear)

Lösen Sie die folgenden Gleichungssysteme (mit Probe):

a)   I  x ( y = 15
und   II   x + y = 8

b)   I  x² = y   und  II  y – 4x = - 3 

*c)   I  a + ab = b – 1  und   II   5a – ab = 16 .

2. Erweiterung: Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen
Beispiel:  Gesucht ist die Lösungsmenge des folgenden Gleichungssystems:

I
16
–
8b
+
4c
=
8


und II
5a
+
4b
-
c
=
13


und III
9a
–
6b
+
2c
=
-1

Zu empfehlen ist eine systematische Vorgehensweise mit Hilfe des Additionsverfahrens.

Zunächst wird das obige Gleichungssystem so umgeformt, dass man 2 Gleichungen mit 2 Variablen erhält ( mit den Variablen a und b; c wird „eliminiert“ ).


I
16
–
8b
+
4c
=
8

I
16
–
8b
+
4c
=
8


II
5
+
4b
-
c
=
13
│∙ 4

[image: image158.wmf]Þ


II1
20a
+
16b
–
4c
=
52


III
9a
–
6b
+
2c
=
-1
│∙ 2

III1
18a
–
12b
+
4c
=
-2

IV = I + II1     
36
+
8b
=
60
│ : ( -2)
[image: image159.wmf]Þ


IV1
-18
–
4b
=
-30

V  = II1 + III1
38
+
4b
=
50


V
38a
+
4b
=
50

VI = IV1 + V   20a = 20   
[image: image160.wmf]Þ

  a = 1 .

a = 1 wird in einer Gleichung eingesetzt, die eine andere Variable enthält.

a = 1 in V 
[image: image161.wmf]Þ

 38 ( 1 + 4b = 50  
[image: image162.wmf]Þ

 b = 3 .

a = 1  und  b = 3  werden in einer Gleichung eingesetzt, die c enthält.

a = 1  und  b = 3  in III  
[image: image163.wmf]Þ

  9 ( 1 – 6 ( 3 + 2c = - 1  
[image: image164.wmf]Þ

  c = 4  .

L = {(1 / 3 / 4)}  (in der Reihenfolge der Buchstaben des Alphabets)
[image: image1.wmf]Î

Die Probe sollte mit allen gegebenen Gleichungen durchgeführt werden. Rechnen Sie!

Anzahl der Lösungen: Die Lösungsmenge kann ein Element enthalten, sie kann kein Element enthalten oder sie hat unendlich viele Elemente.

Übung: Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen
Lösen Sie das folgende Gleichungssystem  (mit Probe)!

    I    9a + 6b + 2c  =  5    und   II   4a - 4b - c = - 12    und   III   5a + 2b - 2c = - 11 .

12.4 Funktionen

In diesem Teilkapitel wird zunächst der in LE 06/ 6.2 behandelte Funktionsbegriff genauer untersucht. Anschließend folgt in 12.4.2 eine Zusammenstellung der in diesem Fernkurs angesprochenen Funktionstypen, bevor dann in 12.4.3 bis 12.4.5 die beiden wichtigsten Funktionstypen „lineare Funktionen“ und „quadratische Funktionen“ wiederholt werden.

12.4.1 Funktionen als spezielle Relationen

Produktmengen und Relationen
Diese beiden Begriffe wurden in den vorangegangenen Lehreinheiten noch nicht behandelt. Sie werden mit Hilfe des folgenden Beispiels erklärt. 

1. Beispiel:
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In einem Glücksspielautomaten drehen sich

nach einem Geldeinwurf 2 Scheiben ( siehe

    A



    B

Abb. 12.1). In einem Sichtfenster ( in der Abb.

dargestellt durch das Kästchen) erscheint

eine von 4 Zahlen, wobei die linke Scheibe

zuerst stehen bleibt.

Die Zahlen auf der ersten Scheibe lassen sich

durch die Menge A = {1; 2; 3; 4}  beschreiben.


Entsprechend gilt B = {2; 4; 6; 8} .






                                                                               Abb. 12.1

Nach jeder Drehung erscheint im Sichtfenster zunächst eine Zahl x ε A, dann eine Zahl y ε B. Insgesamt kann man ein Zahlenpaar (x / y) ablesen. Es handelt sich um ein geordnetes Zahlenpaar, in dem x ε A immer vor y ε B steht.

Alle möglichen Zahlenpaare ergeben die Produktmenge von A und B. Sie wird geschrieben A x B
(hier: A kreuz B;  vgl. mit ℝ x ℝ in LE 06 / 6.1).

Es gilt:  A  x  B  =   {(1 / 2) ; (1 / 4) ; (1 / 6) ; (1 / 8) ; (2 / 2) ; (2 / 4) ; (2 / 6) ; (2 / 8) ;

       (3 / 2) ; (3 / 4) ; (3 / 6) ; (3 / 8) ; (4 / 2) ; (4 / 4) ; (4 / 6) ; (4 / 8)}

Für dieses Glücksspiel könnte folgende Vorschrift für einen Gewinn gegeben sein: „Man erhält einen Gewinn, wenn im Kästchen die Zahl y auf der rechten Scheibe doppelt so groß ist wie die Zahl x auf der linken Scheibe“.

Der Fall „Gewinn“ tritt bei einer bestimmten Beziehung zwischen den Mengen A und B auf. Statt „Beziehung“ sagt man „Relation“, diese wird durch ein „R“ gekennzeichnet.

Die obige Relation „Gewinn“ (R1) enthält folgende Zahlenpaare der Produktmenge:

R1 = {(1 / 2); (2 / 4); (3 / 6); (4 / 8)},   d.h. R1 
[image: image165.wmf]Ì

 A x B .

Diese Relation kann man durch ein sog. Pfeildiagramm veranschaulichen:







Eine andere Gewinnvorschrift bzw. Relation könnte lauten:

„Die Summe der Zahlen im Kästchen muss mindestens 10 betragen“.

R2 = {(2 / 8); (3 / 8); (4 / 6); (4 / 8)}.

A



       B

In dieser Relation sind einige Elemente aus A

bzw. aus B in keinem Zahlenpaar der Relation

enthalten (siehe Pfeildiagramm). Die jeweils

vorkommenden Elemente aus A bilden die

Definitionsmenge D der Relation, die jeweils

vorkommenden Elemente aus B bilden die

Wertemenge W der Relation, d.h.

D = {2; 3; 4}, W = {6; 8} . In der obigen

Relation R1 ist D = A und W = B .

D



       W
Definition des Begriffs „Produktmenge“:

Die Menge aller geordneten Paare, die aus den Elementen der Mengen A und B gebildet werden können, heißt Produktmenge von A und B. Sie wird durch A x B gekennzeichnet ( A kreuz B ).

Man schreibt: A x B = { ( x / y ) |  x 
[image: image166.wmf]Î

 A und y 
[image: image167.wmf]Î

 B }.

Definition des Begriffs „Relation“:
Eine (zweistellige) Relation ist die Menge aller geordneten Paare ( x / y ), die aufgrund einer Zuordnungsvorschrift aus den Elementen der Mengen A und B gebildet werden ( x 
[image: image168.wmf]Î

 A , y 
[image: image169.wmf]Î

 B ).

Eine Relation kann durch ein „R“ gekennzeichnet werden.

Eine Relation ist immer eine Teilmenge (oder gleich) der Produktmenge.

Weitere Begriffe:

Die Menge A heißt Ausgangsmenge der Relation R, die Menge B heißt Zielmenge der Relation R.

Die Elemente x aus A, die in mindestens einem Paar ( x / y ) der Relation enthalten sind, bilden die Definitionsmenge D der Relation R. Es gilt D 
[image: image170.wmf]Í

 A.

Die Elemente y aus B, die in mindestens einem Paar ( x / y ) der Relation enthalten sind, bilden die Wertemenge W der Relation R. Es gilt W .








2. Beispiel:  Grundwerte beim Skat:
Karo  9; Herz 10; Pik 11; Kreuz
12; Grand  24; Grand ouvert  36; 

Null  23; Null-Hand  35; Null-ouvert  46; Null-ouvert-Hand  59 .

Dieses Beispiel lässt sich in die Sprache der Mathematik folgendermaßen übertragen:

A ist die Menge aller möglichen Spiele (A = D), B ist die Menge der Grundwerte (B = W).

Man erhält die Relation „zu einem Spiel x gibt es den Grundwert y“.

3. Beispiel:

In Abb. 12.3 ist der Ausschnitt eines möglichen Zugfahrplans für drei Orte dargestellt.

	Ort
	Abfahrtszeit des IC-Zuges
	Ort
	Abfahrtszeit des Nahverkehrszuges

	Stadt I
	08.17
	Stadt I
	08.35

	Dorf
	
	Dorf
	08.55

	Stadt II
	0-8.47
	Stadt II 
	09.22


Abb. 12.3

A ist die Menge der Orte, B ist die Menge der Abfahrtszeiten.

Die Relation „im Ort x fährt der Zug zur Zeit y ab“ hat bezüglich des IC-Zugs in der Definitionsmenge nur die beiden Städte, bezüglich des Nahverkehrszugs alle genannten Orte. 

Der Funktionsbegriff   (vgl. LE 06 / 6.2)

Definition des Begriffs „Funktion“
Eine Funktion ist eine spezielle Relation mit folgenden Eigenschaften:

Jedem Element einer Menge D 
[image: image171.wmf]Í

 A ist genau ein Element einer Menge W 
[image: image172.wmf]Í

 B zugeordnet. 

Eine Funktion kann durch ein „f“ gekennzeichnet werden. 

D heißt Definitionsbereich (Definitionsmenge), W heißt Wertebereich (Wertemenge) der Funktion f.

Zu den 3 Beispielen:

1. Beispiel: Die Relation R1 ist eine Funktion. Die Relation R2 ist keine Funktion, auch nicht mit 

D = {3; 4} , da der Zahl 4 zwei Elemente zugeordnet sind.

2. Beispiel: Es handelt sich um eine Funktion, zu jedem möglichen Spiel gibt es genau einen Grundwert.
3. Beispiel: Wenn Sie im Dorf in den IC-Zug einsteigen wollen, dann kann das nicht funktionieren. Es funktioniert, wenn Sie sich auf eine der beiden Städte beschränken. Das Einsteigen in den Nahverkehrszug funktioniert von jedem Ort aus. 

Weitere Begriffe: Stellen und Funktionswert

Elemente des Definitionsbereichs einer Funktion f werden häufig mit x gekennzeichnet, eine bestimmte Zahl x 
[image: image173.wmf]Î

 D heißt Stelle (oder Argument) von f.

Elemente des Wertebereichs einer Funktion f werden häufig mit y oder f(x) (lies: f von x) gekennzeichnet, eine bestimmte Zahl y oder f(x) 
[image: image174.wmf]Î

 W heißt Funktionswert von x (Funktionswert an der Stelle x).








Darstellungsmöglichkeiten von Funktionen:

· in einer Wertetabelle
· als Graph in einem Koordinatensystem
· durch ein Pfeildiagramm

· durch eine Zuordnungsvorschrift in der Form
      x → f(x) oder  y = f(x)   mit Angabe des Definitionsbereichs D.

                 Wenn der Definitionsbereich nicht genannt wird, ist entweder D = 
[image: image175.wmf]¡

oder der Definitionsbereich ist gleich der größten

                 Teilmenge von 
[image: image176.wmf]¡

, in der die Zuordnungsvorschrift sinnvoll ist ( Dmax = maximal möglicher Definitionsbereich).
Funktionsgleichungen in der Schreibweise f (x) = ...
Diese Schreibweise hat Vorteile gegenüber der Schreibweise y = ... 

Vergleichen Sie an einem Beispiel:    1.  y = x² - 2x + 1   oder   2.  f (x) = x² - 2x + 1

Der Funktionswert an der Stelle x = 3 soll berechnet werden.

1.  y = 3² - 2 ( 3 +1 = 4

2.  f (3) = 3² - 2 ( 3 + 1 = 4

In der ersten Schreibweise wird die Variable y in der Funktionsgleichung benutzt und zur Angabe eines Funktionswertes. Mit der 2. Schreibweise wird klar zwischen Funktionsgleichung und Funktionswert unterschieden. Außerdem wird die Abhängigkeit eines Funktionswertes von einer bestimmten Stelle x deutlich. 

Für die Stelle  x = -3 wird der Funktionswert folgendermaßen berechnet und geschrieben:

 f (-3) = (-3)² - 2 ( (-3) + 1 = 9 + 6 + 1 = 16,  d.h. f (-3) = 16 .

Der entsprechende Punkt im Koordinatensystem kann so angegeben werden: P(-3/16) , P(-3 / f (-3)) .

Ein weiterer Vorteil: Eine Funktionsgleichung kann z. B. folgendermaßen lauten: f (z) = 2 ( u ( z . Durch diese Schreibweise wird die unterschiedliche Bedeutung der Variablen erkennbar. In der Klammer hinter f steht die Variable z der Funktion f, u ist nur eine Formvariable. Es gilt z.B.  f (3) = 2 ( u ( 3 = 6u .

Ist demgegenüber die Funktionsgleichung f (u) = 2 ( u ( z  gegeben, dann gilt f (3) = 2 ( 3 ( z = 6z .

Werden mehrere Funktionen gleichzeitig betrachtet, dann kann man sie durch f1; f2; f3; ... von f; g; h unterscheiden.

Beispiel zu den Darstellungsmöglichkeiten: Gegeben ist de Funktion f: f (x) = 2x – 1; x
[image: image177.wmf]Î

D = { 1; 2; 3 } .
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Übungen zu 12.4.1

1.   Gegeben ist die Funktion f:  f (x) = - 0,5x² + x;   x 
[image: image179.wmf]Î

 D = {-1; 0; 1; 2} . Stellen Sie die Funktion in          

      einer Wertetabelle, in einem Koordinatensystem und in einem Pfeildiagramm dar.

2.   a)
f (t)  = u · t² ;       f (2)  = ?

      b)
g (x) = 4x ;
 g (3) = ?

      c)
h (z) = 2zx² ;
 h (5) = ?

      d)   s (t)  = 0,5at² ;     s (3) = ?


12.4.2 Verschiedene Funktionen und ihre Graphen

Wichtige Arten von Funktionen  (LE 06; LE 09; LE 10):

Lineare Funktionen der Form:  y = mx + b  bzw.
 g (x) = mx + b;
 D =  
[image: image180.wmf]¡

  (LE 06 / 6.3)

Quadratische Funktionen der Form:  y = ax² + bx + c  bzw.  f (x) = ax² + bx + c;  D = ℝ (LE 10 / 10.3)

Potenzfunktionen der Form:  y = xn  bzw.  f (x) = xn  ;   n 
[image: image181.wmf]Î

 
[image: image182.wmf]¥

*;  x 
[image: image183.wmf]Î

 D = 
[image: image184.wmf]¡

   (LE 09 / 9.2)

Graphen der obigen Funktionsarten: Abb. 12.2
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Graphen von linearen
    Graphen von quadra-
        Graph einer Potenz-
              Graph einer Potenz-

Funktionen (Geraden)
    tischen Funktionen
        funktion, n ( ℕ un- 
               funktion, n (ℕ gerade




    (Parabeln)

        gerade mit n ( 3  (Parabel)            mit n ( 2 (Parabel)

12.4.3 Lineare Funktionen (LE 06 / 6.3)
Eine Funktion der Form y = mx + b  bzw.  g (x) = mx + b;  m,  b 
[image: image188.wmf]Î

 
[image: image189.wmf]¡

; heißt lineare Funktion. Ihr Graph ist für x 
[image: image190.wmf]Î

 D = 
[image: image191.wmf]¡

 eine Gerade. Durch b wird der Schnittpunkt mit der y-Achse bestimmt. Es ist der Punkt ( 0 / b ). m gibt die Steigung an. Für m > 0 steigt die Gerade (von links nach rechts).

Für m < 0 fällt die Gerade, für m = 0 verläuft die Gerade waagerecht.

Das Zeichnen einer Geraden (LE 06 / 6.3.2):

1.  mit 2 Punkten aus einer Wertetabelle (eventuell ein weiterer Punkt),

2.  mit Hilfe von y-Achsenabschnitt und Steigungsdreieck; im Punkt (0 / b) wird ein geeignetes  

     Steigungsdreieck angelegt.

Beispiel:   g1: y = 
[image: image192.wmf]2

1

x + 3  ;  g2: y = 
[image: image193.wmf]3

1

-

x + 2 ;  g3: y = -1

Abb. 12.3

Zu 1. :   Punkte für g1: (0/3), (2/4), (4/5)  ;   

 Punkte für g2: (0/2), (3/1), (6/0)  ;

 g3 verläuft parallel zur x-Achse durch (0/-1) . 

Zu 2. :   siehe Abb. 12.3

Die Bestimmung der Funktionsgleichung einer linearen Funktion: Gegeben sind 2 Punkte:
Die Berechnung von m geschieht mit Hilfe der Formel:  
[image: image194.wmf]1
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 . Für b gilt: b = y1 – mx1.

Beispiel: Eine Gerade geht durch die Punkte  A (1 / 2)  und  B (6 / 4)

           m = 
[image: image195.wmf]1
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= 
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 ;   b = 2 -  
[image: image197.wmf]5
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 ( 1 = 1,6 .     Die Funktionsgleichung lautet:
y = 
[image: image198.wmf]5
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Übungen zu 12.4.3

1.  Eine Gerade g verläuft durch die Punkte A ( -1 / 5 ) und B ( 5 / 3 ). 

     Bestimmen Sie die Funktionsgleichung!

2.  Zeichnen Sie den Graphen der Funktion g (x) = 
[image: image199.wmf]2

3

x – 4 .

12.4.4 Quadratische Funktionen (LE 10 / 10.3)

Definition:

Eine Funktion der Form y = ax² + bx + c  bzw.  f (x) = ax² + bx + c  ;  a ( 
[image: image200.wmf]¡

 \ { 0 };  b, c ( 
[image: image201.wmf]¡

;  heißt quadratische Funktion (oder „Funktion zweiten Grades“);  a, b, c sind ihre Koeffizienten. Ihr Graph 

ist für x ( D = 
[image: image202.wmf]¡

 eine Parabel (zweiten Grades).

Nullstellen und Scheitelpunkt:

Die Schnittstellen eines Graphen mit der x-Achse heißen Nullstellen. Als Punkte werden sie in der Form N1 ( x1 / 0 ), N2 ( x2 / 0 ) geschrieben. Nullstellen werden berechnet, indem in der Funktionsgleichung y = 0  bzw.  f (x) = 0 gesetzt wird.

Der Scheitelpunkt ist der Hochpunkt (höchste Punkt) einer nach unten geöffneten Parabel bzw. der Tiefpunkt (tiefste Punkt) einer nach oben geöffneten Parabel.

Seine Koordinaten sind S ( -
[image: image203.wmf]2

p

( f (-
[image: image204.wmf]2

p

)) mit p = 
[image: image205.wmf]a
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   (siehe pq-Formel).

Der Verlauf einer Parabel (zweiten Grades) (LE 10 / 10.3.2)

      -     Für a > 0 ist die Parabel nach oben geöffnet, für a < 0 ist sie nach unten geöffnet, für a = 1 oder

            a = -1 handelt es sich um eine Normalparabel.

      -     Für b = 0 ist die Parabel achsensymmetrisch zur y-Achse mit S ( 0 / c ); ihr Scheitelpunkt liegt 

            rechts von der y-Achse, wenn a und b unterschiedliche Vorzeichen haben; er liegt links von der

            y-Achse, wenn a und b gleiche Vorzeichen haben.

      -     Durch c wird der Schnittpunkt mit der y-Achse bestimmt, es ist er Punkt ( 0 / c ).

      -     Jede Parabel zweiten Grades verläuft achsensymmetrisch zur Senkrechten durch den

            Scheitelpunkt.

Das Zeichnen einer Parabel:

1.  mit Hilfe einer Wertetabelle. 

     Je nach Lage der Parabel kann dieses Verfahren recht aufwändig werden.
2.  mit Hilfe der Informationen aus der Funktionsgleichung über den Verlauf, 

     der Nullstellenberechnung und der Scheitelpunktberechnung (LE 10 / 10.3.4) .
     Nach der Eintragung des Scheitelpunktes in das Koordinatensystem kann die Symmetrieachse

     eingezeichnet werden, bekannte Punkte können gespiegelt werden. Eventuell wird noch eine

     „kleine“ Wertetabelle benötigt. 

Beispiel zu 2. :  f (x) = 0,5x² - x – 1,5

Verlauf:             Die Parabel ist nach oben geöffnet, ihr Scheitelpunkt liegt rechts von der y-Achse, sie

                         verläuft durch den Punkt (0 / -1,5) .

Nullstellen:        0,5x² - x – 1,5 = 0
( ∙ 2  
[image: image206.wmf]Þ

  x² - 2x – 3 = 0  
[image: image207.wmf]Þ

 x1/2 = 1 ( 
[image: image208.wmf]3

1

+




 
[image: image209.wmf]Þ

  x1  = 3;  x2  = - 1  
[image: image210.wmf]Þ

  N1  ( 3 / 0 ) ;  N2  ( -1 / 0 )

Scheitelpunkt:
p = - 2  
[image: image211.wmf]Þ

  -
[image: image212.wmf]2

p

 = 1  
[image: image213.wmf]Þ

  f (1) = 0,5 ∙ 1² – 1 – 1,5 = -2  
[image: image214.wmf]Þ

  S ( 1 / -2 )

Zeichnung:       Hilfspunkte:




Abb. 12.4



Für x = 4 ist y = f(4) = 2,5.



Durch Spiegelung an der Geraden

                x = 1 erhält man den Punkt (-2/2,5).


                Durch Spiegelung des Punktes (0/-1,5)

                                erhält man den Punkt (2/-1,5).

Die Bestimmung der Funktionsgleichung einer quadratischen Funktion:

a) Gegeben sind 3 Punkte:
Dieser Fall wurde in LE 10 / 10.3.6 noch nicht behandelt, denn man erhält dabei ein lineares

Gleichungssystem mit 3 Gleichungen und 3 Variablen (siehe LE 12 / 12.3.2).

Lösungsweg:

1. Die Koordinaten der gegebenen Punkte werden in die Funktionsgleichung y = ax² + bx + c

für x und y eingesetzt. Es entsteht ein lineares Gleichungssystem mit 3 Variablen.

2. Das Gleichungssystem wird gelöst. Besonders vorteilhaft ist dabei meistens die Anwendung

des Additionsverfahrens.

b) Mindestens ein Koeffizient lässt sich direkt bestimmen:
Das ist bei folgenden Formulierungen der Fall:

-  „Es handelt sich um eine nach oben geöffnete Normalparabel“  
[image: image215.wmf]Þ

  a = 1.

-  „Es handelt sich um eine nach unten geöffnete Normalparabel“ 
[image: image216.wmf]Þ

  a = -1

-  „Die Parabel ist achsensymmetrisch zur y-Achse“  
[image: image217.wmf]Þ

  b = 0

-  „Die Parabel schneidet die y-Achse in ( 0 / c )“  
[image: image218.wmf]Þ

  c ist gegeben.

Für den weiteren Lösungsweg erhält man höchstens ein lineares Gleichungssystem mit 2 Variablen, welches günstig mit dem Additionsverfahren gelöst werden kann.

Beispiel zu a)  Eine Parabel 2. Grades verläuft durch die Punkte A (1 / 2); B (2 / 3) und C (4 / -1).
Gesucht: Funktionsgleichung!

Ansatz:  y = ax² + bx + c .

     I  durch A ( 1 / 2 )

[image: image219.wmf]Þ

   2 = a ( 1² + b ( 1 + c   
[image: image220.wmf]Þ

    2 =     a +   b + c  

II  durch B ( 2 / 3 )

[image: image221.wmf]Þ

   3 = a ( 2² + b ( 2 + c   
[image: image222.wmf]Þ

    3 =   4a + 2b + c  

   III  durch C ( 4 / -1 ) 

[image: image223.wmf]Þ

  -1 = a ( 4² + b ( 4 + c   
[image: image224.wmf]Þ

   -1 = 16a + 4b + c

Das Gleichungssystem hat die Lösung (rechnen Sie!) a = -1; b = 4; c = -1. 

Die Funktionsgleichung lautet:  y = -x² + 4x – 1 .

 Übungen zu 12.4.4
1. Der Graph einer quadratischen Funktion der Form y = ax² + bx + c verläuft durch die Punkte

A ( 0 / 3 ); B ( 2 / 4 ) und C ( 4 / 4,5 ). Bestimmen Sie die Funktionsgleichung.

2. Gegeben ist die Funktion f:  f (x) = 0,4x² - 1,4x + 1

    a)
Welche Informationen über den Verlauf der Parabel erhalten Sie aus der Funktionsgleichung?

b)
Berechnen Sie die Nullstellen von f !

c)
Berechnen Sie den Scheitelpunkt von f !

d)
Zeichnen Sie den Graphen von f !

12.4.5 Schnittpunktberechnungen (LE 06 / 6.3.6; LE 10 / 10.3.5)
Schema zur Schnittpunktberechnung zweier Graphen
1.  Die beiden Funktionsgleichungen in der Form y = ... bzw.  f (x) = ...  werden gleichgesetzt und nach 

     x aufgelöst. Man erhält die x-Koordinaten der Schnittpunkte.

2.  Die jeweiligen y-Koordinaten der Schnittpunkte erhält man durch Einsetzen der x-Koordinaten in 

     eine Funktionsgleichung.

Schreibweise: S1 ( x1 / y1 ) usw. . Zur Probe kann man die gefundenen Koordinaten eines jeden Schnittpunktes in die im 2. Schritt nicht benutzte Funktionsgleichung einsetzen.

Beispiel:  Gegeben sind die Funktionen f:  f (x) = x² - 4  und  g:  g (x) = x – 2 .
In welchen Punkten schneiden sich die Graphen von f und g ?  (Gesucht:  f ( g).

1.  Ansatz   f (x) = g (x)  
[image: image225.wmf]Þ

  x² - 4 = x – 2   |  -x + 2  
[image: image226.wmf]Þ

  x² - x – 2 = 0

        

             
[image: image227.wmf]Þ

  x1/2 = 0,5 ( 
[image: image228.wmf]25

,

2

  
[image: image229.wmf]Þ

  x1 = 2;  x2 = - 1                                                                                             

2.  x1 = 2 in g  
[image: image230.wmf]Þ

  g (2) = 2 – 2 = 0  
[image: image231.wmf]Þ

  S1 ( 2 / 0 )

 x2 = -1 in g  
[image: image232.wmf]Þ

  g (-1) = -1 – 2 = -3 
[image: image233.wmf]Þ

 S2 ( -1 / -3 )

Probe:
f (2) = 2² - 4 = 0  ;   f (-1) = (-1)² - 4 = -3  . 





 

Übung zu 12.4.5
Berechnen Sie jeweils die Schnittpunkte!
a)  g (x) = 2x – 3 und h (x) = - 
[image: image234.wmf]2

1

x + 4,5

b)  f (x) = -x² - 3,5 und h (x) = - 
[image: image235.wmf]2

1

x² + 4x

c)  f (x) = x² + 1 und g (x) = 
[image: image236.wmf]2

1

x + 4

12.5  Grundlagen zur Geometrie und zur Trigonometrie  (LE 07; LE 08)
In diesem Teilkapitel ist ein „Grundwissen“ zur Geometrie und Trigonometrie zusammengestellt, das Sie sich aneignen sollten, damit Sie nicht ständig in einer Formelsammlung suchen müssen.

Dreiecke (LE 07 / 7.3)                                                                          


Der Flächeninhalt:         
[image: image237.wmf]2

Höhe

Grundlinie
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  , z.B.  
[image: image238.wmf]2
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Die Höhe h in einem Dreieck ist der Abstand von einem Eckpunkt bis zu der dem Eckpunkt gegen - überliegenden Seite. Sie steht daher senkrecht auf einer Seite (bzw. auf der Verlängerung der Seite).

Eine Seitenhalbierende s in einem Dreieck ist die Strecke von einem Eckpunkt bis zu der Seitenmitte der dem Eckpunkt gegenüberliegenden Seite. Die Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden sich im Schwerpunkt S des Dreiecks. Sie werden durch den Schwerpunkt im Verhältnis 2 : 1 (vom Eckpunkt aus) geteilt.

Der Satz des Pythagoras (LE 07 / 7.4.1)             





In einem rechtwinkligen Dreieck gilt: Das Quadrat über der Hypotenuse ist gleich der Summe der Quadrate über den Katheten.                                               
[image: image239.wmf]
Die Strahlensätze (LE 07 / 7.4.2)

Werden zwei von einem Punkt S ausgehende

Strahlen von zwei Parallelen geschnitten,

1.  dann verhalten sich zwei Streckenlängen
      B2
     auf einem Strahl wie die entsprechenden                  

     Streckenlängen auf dem anderen Strahl,

2.  und dann verhalten sich die Strecken-



    B1
     längen auf den Parallelen, wie die vom

     Punkt S aus gemessenen Strecken-

     längen auf einem Strahl.




        S


  A2

  B2

1.  
[image: image240.wmf]2
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  2. 
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Vierecke (LE 07 / 7.5)

Flächeninhalte:  Quadrat:  A = a²  ;   Rechteck:  A = a ( b  ;     Trapez:   A = 
[image: image242.wmf]2
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 ( h   (a,c parallel)          





Kreis (LE 07 / 7.6)

Flächeninhalt:
A = ( ( r² ;  Umfang:  u = 2 ( ( ( r .

Körper (LE 07 / 7.7)

Art              Rauminhalt
            Oberflächeninhalt






Würfel
V = a³

O = 6a²

Quader
V = a ( b ( h

O = 2ab + 2ah + 2bh

Prisma
V = G ( h

O = 2G + Summe aller Seitenflächen   (G Grundfläche)

Zylinder
V = G ( h

O = 2 ( ( ( r² + 2 ( ( ( r ( h

Pyramide
V = 
[image: image243.wmf]3

1

 ( G ( h
O = G + Summe aller Seitenflächen

Kegel
V = 
[image: image244.wmf]3

1

 ( G ( h
O = ( ( r² + ( ( r ( s

Kugel
V = 
[image: image245.wmf]3

4

 ( ( ( r³
O = 4 ( ( ( r²

Sinus, Kosinus, Tangens im rechtwinkligen Dreieck  (LE 08 / 8.2; 8.6)
sin ( = 
[image: image246.wmf]Hypotenuse

te

Gegenkathe

;
    cos ( = 
[image: image247.wmf]Hypotenuse

Ankathete

 ;    tan ( = 
[image: image248.wmf]Ankathete

te

Gegenkathe

          



Sinus- und Kosinussatz (LE 08 / 8.5)

Sinussatz:                                                                      


In jedem Dreieck verhalten sich zwei Seiten wie die Sinuswerte der Gegenwinkel dieser Seiten.                                       

Z.B.:  
[image: image249.wmf]b

a

 = 
[image: image250.wmf]b

a

sin

sin

 .

Kosinussatz:

In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seitenlänge gleich der Summe der Quadrate der beiden anderen Seitenlängen, vermindert um das doppelte Produkt der Längen dieser Seiten und um den Kosinuswert des von ihnen eingeschlossenen Winkels. Z.B.:  c² = a² + b² - 2ab ( cos ( .

Bogenmaß (LE 08 / 8.4)

Bogenmaß = 
[image: image251.wmf]Radius

Bogen

;  360° = 2 ( (
AUFGABEN ZUR LEHREINHEIT 12

1.
Lösen Sie folgende Gleichungen, G = 
[image: image252.wmf]¡

 !

       a)  3 ( (x – 5) – 4 (x + 6) = - 49 ;   b)  4x² = 16x – 12 ;   c)  2 = 1,03x ;   d)  
[image: image253.wmf];

1

x

20

x

5

+

=

  D = ? ;

       e)  (2x + 4)² = 25 ;   f)  (0,5x + 6)(x – 2) = 0 ;   g)  2x³ - 128 = 0 ;   h)  
[image: image254.wmf]2

x

4

²

x

+

-

= 5;  D = ?

2.   Lösen Sie folgende Gleichungssysteme (für jede Variable ist D = 
[image: image255.wmf]¡

)

a)
           I      5x – 2y =  2


b)   
 I            y = 5x – 7

            und     II   - 3x + 4y = 10 

               und     II 10x – 3y = 6

c)

I     2ab = 10 


d)
   I     x = 
[image: image256.wmf]3

1

y – 5

       und     II       4a = 6 ( b – 2 ) – 46                  und   II     y = 3x + 6

      e)     
I     3a + 2b – 2c = 2

       und     II      -6a + 4b + c = - 19

       und    III        a – 3b + 2c = 14

3.  Gegeben ist die Funktion f:  f (x) = 0,25x² - 2x + 3 .


      a)  Welche Informationen über den Kurvenverlauf erhalten Sie aus der Funktionsgleichung?

      b)  Berechnen Sie die Nullstellen von f .

      c)  Berechnen Sie den Scheitelpunkt von f .

      d)  Zeichnen Sie den Graphen von f .

      Gegeben ist ferner die Funktion g: g (x) = 
[image: image257.wmf]4

1

x + 1 .

      e)  Zeichnen Sie den Graphen von g in das Koordinatensystem zum Graphen von f .

      f )  Berechnen Sie die Schnittpunkte von f mit g .

*4.   Die Parabel 2. Grades einer Funktion f verläuft durch P ( 0 / 6 ) und wird von einer Geraden g in

       den Punkten A ( -3 / 1) und B ( 2 / 4 ) geschnitten.

       Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen von f und g.

LÖSUNGEN DER ÜBUNGEN UND AUFGABEN

Übungen zu 12.2:    1.
a)  9x² + 12xy + 4y²;   b)  x² - y²;   c)  x² - x + 4;   d)  
[image: image258.wmf]x

2

4

²

x

+

;   e)  
[image: image259.wmf]2

x

2

-

;    

   
  

 f)  
[image: image260.wmf]y

x

5

+ 5;   g)  
[image: image261.wmf]5

12

;   h)  
[image: image262.wmf]32

3

;   i)  16;   j)  81x4;   k)  
[image: image263.wmf]³

b

8

³

a

27

 ;   l)  64;   m)  9;   




 n)  5;  o)  9;   p)  x³ + 3x²y + 3xy² + y³;   q)  8;   r)  3;   s)  ab³;   t) 
[image: image264.wmf]6

1

 ;   u)  5;  




 v)  – 3;   w)  1;   x)  6;   y)  lga + lgb;   z)  10



         2.
 a)  0,5;   b)  28;   c)  6;   d)  0;   e)  4;   f)  0,5;  g)  ( 7,389;   h)  2,5 ( 1023  

Übungen zu 12.3.1:  a)  L = {-1} ;   b)  L = 
[image: image265.wmf]{

}

1

a1

-

;   c)  L = {3; 1} ;   d)  L = {4} ;   



         e)  L = {3; -3} ;    f)  L = { } ;   g)  L ( { 2,32 } ;   h)  L = { 4 }.

Übungen:                  Gleichungssysteme (nicht linear):  


    
         a)  L = { 5; 3 };   b)  L = {( 3 / 9 ); ( 1 / 1 )} ;   c)  L = { ( 2 / -3 ); ( 
[image: image266.wmf]3

4

 / -7 ) }

Übung:                       Lineare Gleichungssysteme mit 3 Variablen:  L = { (-1 / 1 / 4 ) }



Übungen zu 12.4.1:  1.             x
f (x) = - 0,5x² + x = y

                                 



            -1
f (-1) = - 0,5 ( (-1)² - 1 
= - 1,5

Diese Punkte werden 





0
f (0)  

            =    0                  im Koordinatensystem





1
f (1)  


=   0,5               nicht verbunden!





2
f (2)  = - 0,5 ( 4 + 2
=   0

Pfeildiagramm :   
   


  





2.
a)  4u;   b)  12;   c)  10x²;   d)  4,5a

Übungen zu 12.4.3:
1.    y = -
[image: image267.wmf]3

14

3

1

x

+





2.    Die Gerade verläuft durch die Punkte (0/-4) und (2/-1)


Übungen zu 12.4.4:
1.  y = 
[image: image268.wmf]3
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2.a)  Die Parabel ist flacher als die Normalparabel, sie ist nach oben offen,

         sie ist nach rechts verschoben, sie geht durch ( 0 / 1 ).

   b)  N1 ( 2,5 / 0 ); N2 ( 1 / 0 ) ;   c)  S ( 1,75 / - 0,225 )

  


   d)  Hilfspunkt : (4/1,8)

Übung zu 12.4.5:         1.  S1 ( 3 / 3 );       2.  S1 ( -1 / -4,5 );  S2 ( -7 / - 52,5 );  

                                      3.  S1 ( 2 / 5 );  S2 ( -1,5 / 3,25 )

Aufgabe 1:
a)  L = { 10 };
b)  L = { 3 ; 1 };   c)  L ( { 23,45 };   d)  D = 
[image: image269.wmf]¡

 \ { 0 ; - 1 };  L = 
[image: image270.wmf]{

}

1

3

;

                         e)  L = { 0,5 ; - 4,5 };   f)  L = { -12 ; 2 };   g)  L = { 4 };   h)  D = 
[image: image271.wmf]¡

 \ { -2 };  L = { 7 }

Aufgabe 2:
a)  L = { ( 2 / 4 ) };   b)  L = { ( 3 / 8 ) };   c)  L = { ( 0,5 / 10 ) ; ( -15 / -
[image: image272.wmf]3

1

 ) };



d)  L = { };   e)  L = { 4 / 0 / 5 }

Aufgabe 3:
a)  Die Parabel ist flacher als die Normalparabel, sie ist nach oben offen,


                  sie ist nach rechts verschoben, sie geht durch ( 0 / 3 ).

                         b)  N1  ( 6 / 0 );  N2  ( 2 / 0 );     c)  S ( 4 / -1 );   

d)  Hilfspunkte: (1/1,25) , (3/-0,75) , (-1/5,25) .  

e)  Die Gerade verläuft durch die Punkte (0/1) und (4/2).

f)  S1 ( 8 / 3 );  S2 ( 1 / 1,25 )

Aufgabe 4:
f (x) = - 
[image: image273.wmf]15

8

x² + 
[image: image274.wmf]15

1

x + 6;  g (x) = 0,6x + 2,8
1
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Pfeildiagramm:











W





Wertetabelle:


x	f (x) = 2x – 1 = y  


1	f (1) = 2 ( 1 – 1 = 1


2	f (2) = 2 ( 2 – 1 = 3


3	f (3) = 2 ( 3 – 1 = 5
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Schema zur Lösung von linearen Gleichungssystemen mit 3 Gleichungen und 3 Variablen. 


1. Schritt: Falls nicht gegeben, sollten alle Gleichungen in die im 1. Beispiel gegebene Form


	umgewandelt werden.


2. Schritt: Die Gleichungen werden durch Multiplikation (oder Division) so umgeformt, dass durch


    Anwendung des Additionsverfahrens ein Gleichungssystem mit 2 Gleichungen und 2


    Variablen entsteht. Dieses Gleichungssystem wird gelöst ( siehe 6.4 ) .


3. Schritt: Den Wert der 3. Variablen erhält man durch Einsetzen der Lösungen für die anderen


   Variablen in eine gegebene Gleichung.


Eine Probe sollte mit allen Gleichungen durchgeführt werden.
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